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Part I
On the Cartier Duality of
Certain Finite Group Schemes of type (pl;    ; pl)
1 導入
有限可換群スキームGが与えられたとき、Cartier dual GD := Hom(G;Gm)が定義さ
れる。論文 [AA]及び [A1]の目的は、新しい有限群スキームのCartier dualを isogenyの
核として決定することである。
2 論文の概略
pを素数、A を単位元を持つ可換環とする。A上の群スキーム Gに対して、 bG をGの
単位元に沿った形式的完備化とする。Sekiguchi-Suwaにより，導入された群スキーム　
En := SpecA

X0; X1;    ; Xn 1; 1
1 + 1X0
;
1
D1(X0) + 2X1
;
1
Dn 1(X0;    ; Xn 2) + nXn 1

を議論の対象にする。1; 2;    ; n 2 A, Di(X0; X1;    ; Xn 1) 2 HomA=i(bEi 1; bGm;A=i)
のとき、環準同型 Un : W nA ! W nA を考える。Sekiguchi-Suwa theoryにより次の標準的
同型が示される。
Ker[Un : WA(A)
n ! WA(A)n] ' Hom(bEn; bGm;A)
Coker[Un : WA(A)
n ! WA(A)n] ' H20 (bEn; bGm;A):
H20 (bEn; bGm;A)はHochschildコホモロジー群を示し、準同型 Di 2 HomA=i(bEi 1; bGm;A=i)
はKer[U i 1 : WA=i(A=i)i 1 ! WA=i(A=i)i 1] の元である。
群スキーム Enは次の準同型を満たす。
(n) : En ! Gnm;A;
1
(x0; x1;    ; xn 1) 7! (1 + 1x0; D1(x0) + 2x1;    ; Dn 1(x0;    ; xn 2) + nxn 1):
lを正の整数のとき、Enを定義したデータを pl乗したデータで定義される群スキームを
Enplとすると、次に与えらる。
Epln := SpecA
"
X0; X1;    ; Xn 1; 1
1 + p
l
1 X0
;
1
D01(X0) + 
pl
2 X1
;
1
D0n 1(X0;    ; Xn 2) + p
l
nXn 1
#
次の可換図式を考えると、
En 
(n)   ! Gnm;A
 (l)
??y '??y
Epln 
(n)0   ! Gnm;A
'は'(t0;    ; tn 1) = (tpl0 ;    ; tp
l
n 1)であり、isogeny (l)は (l)(x0;    ; xn 1) = (xp
l
0 ;    ; xp
l
n 1)
で定義される。Nl = Ker (l)が次のようになる。
Nl = Spec A[X0;    ; Xn 1]=(Xpl0 ;    ; Xp
l
n 1)
更に次の完全列が得られる。
0    ! Nl    ! En  
(l)   ! Epln    ! 0:
注意すべきはNl の群スキームの構造は Enから誘導される。XiがNlの座標環でベキ零で
あるから群スキームNl を形式的完備化 bNlと同一視出来る。 次の完全列が得られる。
0    ! Nl    ! bEn  (l)   ! bEpln    ! 0:
Un、Unl が次のように定義される。
Un :=
0BBB@
F (1)  Tb21        Tbn1
0 F (2)  Tb32     Tbn2
0     Tbnn 1
0    F (n)
1CCCA
(Unl ) :=
0BBBB@
F (
pl
1 )  TB21        TBn1
0 F (
pl
2 )  TB32     TBn2
0     TBnn 1
0    F (p
l
n )
1CCCCA
ただし F () = F   [p 1] は W (A)の環準同型、a = (a0; a1;    )をW (A)の元とする
と、環準同型 Ta : W (A) ! W (A)が Ta =
P
k0 V
k  [ak]で定義される。Unから次の準
同型が誘導される。
Unl : W
n
l;A ! W nl;A
最初の結果が次の定理である。
2
Theorem 1 A が単位元を持つ標数 p の可換環とする。ことき Nl の Cartier dual は
Ker[Unl : W
n
l;A ! W nl;A]に同型になる。
n = l = 1の場合はOort-Tate、n = 1; lが任意のとき、天野通大により示され、n = 2; l
が任意のとき、安岐、天野によって証明されている。
Kが標数 pの完全体のとき、Dieudonne環 DKにより、次の同型が知られている。即ち
DK=DKV l ' Hom(Wl;K ;Wl;K)。F n+a1F n 1+  +an 2 DK=DKV l, a1;    ;an 2 Wl;A:。
次の同型を得る。
Ker[Unl : W
n
l;A ! W nl;A] ' Ker[F n + a1F n 1 +   + an : Wl;A ! Wl;A];
第二番目の結果が得られる。
Theorem 2 標数 A の基底環と群スキーム En を適当に取ると、Nl の Cartier dualは
Ker[F n+ a1F
n 1 +   + an : Wl;A ! Wl;A]と同型になる。Witt vectors　 ak 1  k  n
は次の形に書ける。 ak =
P
ni1>i2>ik1 ( 1)k
hQk
j=1 ik
(p 1)pn ij (j 1)
i
k = 1;    ; n; た
だし [ik ] はTeichmuller lifting (ik ; 0; : : :) 2 W (A) である。
Part II
On the homomorphims of
Certain type of models of algebraic tori
3 論文の概略
E(n) := SpecA

X0; X1;    ; Xn 1; 1
1 + 1X0
;
1
D11(X0) + 2X1
;
1
D1n 1(X0;    ; Xn 2) + nXn 1

E(m) := SpecA

X0; X1;    ; Xm 1; 1
1 + 1X0
;
1
D21(X0) + 2X1
;
1
D2m 1(X0;    ; Xm 2) + mXm 1

この時 'nm 2 Hom(E(n) ; E(m))を次の図式が可換になるように定義できる。
E ((n)) ()   ! Gnm;A
'nm
??y m??y
E ((m)) ()   ! Gmm;A
m 1 :=
0B@ a1...
am 1
1CAと置く。次の式が成り立つ。
(()  'nm 1)(x0;    ; xn 1) = (m 1  ())(x0;    ; xn 1);
()(y0;    ; ym 2) = (1 + 1y0; D21(y0) + 2y1;    ; D2m 2(y0;    ; ym 3) + m 1ym 2);
m(1 + 1x0; D
1
1(x0) + 2x1;    ; D1n 1(x0;    ; xn 2) + nxn 1)。
3
n:=
0BBB@
[1] 0    0
u11 [2]    0
...
...
...
un 11 u
n 1
2    [n]
1CCCA
と定義する。
f(1 + 1X0)a1(D11(X0) + 2X1)a2    (D1n 1(X0;    ; Xn 2) + nXn 1)ang
= Ep((a1;    ; an)n; 1;    ; n;X0;    ; Xn 1)が成り立つ。
次の式を定義する。
a i := (ai1;    ; ain) 2 Zn
b i := (b i1;    ; b in) = a in 2 W (A)n
c1j := b1j  0 mod1
c2j := b2j  < 1
1
b1j; v
1 > 0 mod2
...
ckj := bkj  
k 1X
l=1
<
1
k
bkj; v
k 1
l > 0 modk k = 2;    ;m:
定理を述べる。
Theorem 3 Aが DVRのとき、次の同型を得る。Hom(E ((n)); E ((m))) =
n0B@ a1...
am
1CA2
Mmn(Z)
ckj  0 modk; k = 1;    ;m; j = 1;    ; no.
T.Kondo ([K]) がHom(G(); E ((n))) の時を示す。ここでは一般化して示している。
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